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Série n° 6
— Formule de Taylor et Extremums —

Exercice 1
1°) Soit f : R?® — R a fonction définie par :

f(x,y,z):x3y+x2—y2—x4+z5

Apres vérification de la validité du théoreme de Schwarz, calculer la matrice hessienne de f.

correction. Ex 1 La fonction admet 3 dérivées d’ordre 1 par rapport a ses 3 variables, alors :

Vf($7y72) = (axf(‘T?yvZ)7ayf(‘r?yuz)aazf(xuyuz)) = (3$2?/ + 2 — 4.’13371'3 - 2%524)

La fonction f admet 9 = 32 dérivées d’ordre 2 alors :

»*f _ ,  OPf _ . 9 00,3
@(mﬁl/az) —6.’Ey—|—2—12$ ) aiyg(wayvz) __27 @(x7y7z) =20z
>’f ,  Of
8x8y($7y72>_3x ’ axﬁz(x’y’z)_o
*f s Of
ayax(xvyaz)_gz ) m(ﬂf,y,z)—o
0% f 0% f

8zax(x’ y,2) =0, 920y (z,y,2) =0

Toutes les dérivées croisées sont égales. En fait le théoreme de Schwarz dit que si f est de classe C? dans R3

alors la dérivation a l'ordre 2 ne depend pas de l'ordre dans lequel elle se fait. Sous les hypotheses du théoreme
de Schwartz la matrice hessienne est symétrique car 0z, »; = Oz, 4;-

Donc
92 0?2 92
ijs(xay7 Z) aggy(:&y:z) aggafz(xayaz) 61,‘y—|—2 — 12.’L’2 3(132 0
e} e} 0
Hf(CC,y, Z) = 8yafx(x7yvz) 6g£(x’y’ Z) 8ygz(xay7 Z) = 31.2 —2 0 5
92 0 92
o (,y,2) ek (wy2)  Th(n,y,2) 0 0 20z

Exercice 2
Soit f: R? — R a fonction définie par :

f(z,y) = sin(x) sin(y)

Ecrire le polynome de Taylor d’ordre 2 de f au voisinage du point (0, 0).

CORRECTION.Ex 2
La fonction f est de classe C? au voisinage de (0,0) et son développement de Taylor d’ordre 2 est donné par
fz,y) = £(0,0) + V£(0,0) + (z,9)H(0,0)(z, )" + o(2* + y°)
on a

Vf(x,y) = (coszsiny,sinzcosy)



alors V£(0,0) = (0,0), la partie d’ordre 1 du développement est nulle.

et on a
—sinzsiny cosxcosy )

cosrcosy —sinxsiny

H(0,0) = ( (1) (1) )

Hy(z,y) = (

Alors

La partie d’ordre 2 est donnée par :

(@ 0.0) = () (] ) ) = (@) = 20

Donc
f(z,y) =y + o(z® + )

Exercice 3 Trouver les points critiques et discuter leur nature pour f : R? — R.

1.
fla,y) = (x —1)* + 2

2.
fla,y) =e"¥(2* — 2%)

3,
flz,y) =y* +ayln(z)

A,

fla,y) = (y? — 2?)e-" ")

CORRECTION.3
Toutes les fonctions 1;2,3 et 4 sont de classe C? dans ses domaines de définition parce que elles sont compo-
sition de fonctions C? ou des polynomes.

1- Soit f(x,y) = (v — 1)% + 292 est de classe C? dans R%. On calcule le gradient :

Vf($,y> = (23: - 2,42/)

On cherche les points critiques comme solutions du systeme :

{ Ouf(x,y) =0
Oyf(z,y) =0
Alors
20 —2=0
4y =0

La seule solution du systéme est donnée par le point A(1,0)

Hy(z,y) = < (2) 2 >

Hyp(1,0) = ( (2] Z )

On calcule la matrice hessienne :

La matrice hessienne est constante alors :



D’aprés les notations de Monge :on a
r=2, s=0, et t=4

alors
A=s?2_—rt=-8<0

comme A < 0et r=2>0 Alors A est un point de minimum pour f.
2- Soit f(x,y) = e*Y(2? — 2y?) est de classe C? dans R%. On calcule le gradient :

Vi(z,y) = (2% = 29 + 22)e” Y, (—a® + 2% — dy)e” V)
Puisque ’exponentielle est strictement > 0
On cherche les points critiques comme solutions du systeéme :

22292+ 20 =0
—22 +2y% — 4y =0

Les deux points critiques sont Ag = (0,0) et A; = (—4,—2)

Holn,y) = (22 — 292 + 4w +2)e* Y (2% + 2% — 22 — 4y)e* Y
1Y) = (—2% +2y% — 22 — dy)e* Y (2% — 2% + 8y — 4)e* Y

H1(0.0) = < (2) _04 )

Pour Ay on trouve:

D’aprés les notations de Monge :on a
r=2, s=0, et t=-4

alors
A=s>—rt=8>0

comme A > 0 donc Ag est un point -selle pour f.
Pour A; on trouve:
—6e72  8e?
Hy(=4,=2) = < 8e™?  —12¢72 )
D’aprés les notations de Monge :on a
r=—6e °, s= 86_2, et t=—12¢ 2

alors
A=s>—rt=—-8*<0

comme A > 0 et r < 0 Alors A; est un point de maximum pour f.

3- Soit f(z,y) = y? + zyIn(x) est de classe C? dans son domaine de définition, I'ouvert
D = {(z,y) € R?/x > 0}
. Points critiques : On calcule le gradient :
Vf(z,y) = (yn(z) +y,2y + xIn(z))

On cherche les points critiques comme solutions du systeme :



yln(z) +y =0
2y+axln(z) =0

Les deux points critiques sont Ay = (1,0) et 4y = (1, 5)

On calcule la matrice hessienne :

Nature des points critiques
-Pour A; on trouve:

D’aprés les notations de Monge :on a

alors
A=s—rt=1>0

comme A > 0 donc A; est un point -selle pour f.

- Pour A1 on trouve:

1 0
2 = 2
wiao=(1 )
D’aprés les notations de Monge :on a
1
= - =0 t t=2
r=g, 8 , e

alors
A=s—rt=-1<0

comme A > 0 et r > 0 Alors A; est un point de minimum pour f.

4- Soit f(z,y) = (y2 — 22)e(~2"~¥") est de classe C2 dans R2. On calcule le gradient :

2 2

Vizy) = 2o(-1+2% - y?)e™™ ¥ 2y(1 + 2 — y)e ™)

Puisque ’exponentielle est strictement > 0

On cherche les points critiques comme solutions du systeme :
20(—1+2%—y*=0
2y(1+2* —y* =0

Les 5 points critiques:
Alors
Vf(z,y) =(0,0) < (z,y) € {(0,0); (0,1); (0, =1); (1,0); (—=1,0)}.

Etudions maintenant séparément chacun de ces points en calculant au préalable le déterminant de la matrice
hessienne de la fonction f en un point quelconque :
D’aprés les notations de Monge:

r=0uf(2,y) = —2(1 - 52” +y” + 2t — 227y Y

s = Opyf (2, y) = —day(a® — y?)e ™Y = B, f(x,y)



t =By f(2,y) = —2(—1 — 22 + 5y + 2a%? — 2yt)e oY’

A=s*>—rt
On a alors

(20,90) 7= Ouxf(x0,y0) 8= 0uyf(z0,90) t=0yyf(z0,90) A=s>—1t conclusion

(0,0) -2 0 2 4 c’est un POINT DE SELLE
(1,0) i 0 i —f c’est un MIN

(-1,0) c 0 c — c’est un MIN

(0,1) - 0 - —= c’est un MAX

(0,-1) —2 0 —2 —g c’est un MAX

Exercice 4 On considere ’équation

22 + 49?4+ 2" + 2% +sin(2) =0

1°) Vérifier qu’elle définie une et une seule fonction z = p(x,y) au voisinage de (0,0, 0).

2°) Montrer que le point (0,0) est un point stationnaire pour z = ¢(z,y) ) et

en établir sa nature

CORRECTION.4
1°) Soit
f@,y,2) = 2% + 4y + 25" + 2% + sin(2)
Elle est de classe C*°(R?) et on a

Ouf(m,y,2) =227 O,f(x,y,2) =8y+8y°; et 0.f(x,y,2) =22+ cos(2)

8,£(0,0,0)=0;  8,f(0,0,0)=0; et 8.f(0,0,0)=1

Comme 9, (0,0,0) # 0 on peut conclure que 1’équation f(x,y,z) = 0 définie implicitement une et une seule

fonction z = ¢(z,y) au voisinage de (0,0,0) et ©(0,0) =0

2°)On a:
_ Ouf(my,0(zy) 2z
0e(0) = =5 Fa g olay))  2p@y) + cos(p(,9))
Oy f @y e(y) 8y + 8y*
KT Y) = = ey o(ey) — Ze(my) T cos(@(@,y))

donc (0,0) est un point stationnaire pour z = (z,y).
D’aprés les notations de Monge:

- 2 Ozp(, y)[2 — sin(p(z, y))
Darf(2:4) = 5 T oot y)) T 2 2o(a,y) + coslp(z,9)))?

(2, y)(2 —sin(p(z,y)
2¢(x,y) + cos(p(z,y)))? - yrSO(UC,Z/)

—8(1 + 3y?)
2¢(z,y) + cos(p(z,y))

3, Oy (2, y)[2 — sin(p(z, )
2

Oyyep(z,y) = +8(y+y) (2p(z,y) + cos(p(z,y)))

Alors
A=s>—rt=-16<0 et comme r <0

Donc le point (0,0) est un point de maximum locale pour la fonction z = ¢(x,y)

0:¢(0,0) =0

Oy(0,0) =0

O0220(0,0) = —2=17r

0220(0,0) =0=3s

Oyyp(0,0) = -8 =1t




Exercice 5 Soit la fonction f définie par:

f(z,y) = xe? +ye”
1°) Donner le domaine de définition Dy de f.
On admet que f est de classe C2 sur D =
2°) Calculer les dérivées partielles premieres de f en tout point de Dy .

3°) Déterminer I’équation du plan tangent a la surface représentative de f au point (0,0).
4°) Calculer la matrice Héssienne de f au point (0,0)
)

5°) Donner une valeur approchée de f(0.1,—0.2).

CORRECTION.5
Soit la fonction f définie par:
f(z,y) = ze” +ye*
1°) f est définie sur R?
2°) Pour tout (x,y) € R? on a:

%(%y) =e¥ 4 ye”, et gi(:n,y) =xe¥ +¢e*
3°) L’équation du plan tangent au point (0,0) est donnée par:
of of
= f(0,0) + 5=(0,0)(z — 0) + -=(0,0)(y — 0) =
2= J0.0)+ 5H0.0)(x = 0)+ 5L 0.0y —0) = +y
4°) comme f est de classe C? sur Dy = R? alors.
On calcule les dérivées partielles secondes :V(z,y) € R? on a:
0% f z 0%f . O%f o*f
@(l‘ay):ye ’ aTay(x7y):ey+e = 6y(9x(x’y) et ain(:E?y):.fCey
Donc
0% f o0 f o0 f 0% f
—5(0,0) =0 ——(0,0)=2= t =0
8302( ) ) ) axay( ) ) 8yax(x’y) e 8y2($7y)

Alors la matrice Héssienne de f au point (0, 0) est:

w00=(5 o)

5°) L’approximation affine au voisinage de O = (0,0) est donnée par fo (z,y) = x + y d’aprés la question 3
(le plan tangent étant la surface représentative de approximation affine). Ainsi

£(0.1,-0.2) ~ fo(0,0) = 0.1 — 0.2 = —0.1



